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Programa

@ Ecuacién del calor

© Ruido blanco y movimiento browniano
© Ecuacién del calor con ruido aditivo

© Ecuacion del calor estocéstica no lineal
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Ecuacion del calor

@ Consideremos la ecuacion en derivadas parciales :

ou _10%u
ot 20x2’

donde t > 0y x € R. La solucion es una funcion u(t, x).
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Ecuacion del calor

@ Consideremos la ecuacion en derivadas parciales :
ou 10%u
ot 20x2’
donde t > 0y x € R. La solucion es una funcion u(t, x).
@ Para cada y € R, la siguiente funcion satisface esta ecuacion :

)2

_(x—y
X — X — — e 2t
pi(x — ¥) o
@ x — pi(x — y) es la densidad de la ley normal de media y y

varianza t.
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@ Cuando t — 0, ps(x — y) converge hacia una medida de
probabilidad concentrada en el punto y, que denotaremos por .
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@ Cuando t — 0, ps(x — y) converge hacia una medida de
probabilidad concentrada en el punto y, que denotaremos por .

@ Es decir, para toda funcién continua y acotada f : R — R, tenemos

tli_r)rg)/f )pt(x — y)d /f )0y (x
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@ Cuando t — 0, ps(x — y) converge hacia una medida de
probabilidad concentrada en el punto y, que denotaremos por .

@ Es decir, para toda funcién continua y acotada f : R — R, tenemos

tli_r)rg)/f )pot(x — y)d. /f )0y (x

Demostracion :

| F0prlx = ) = EUVEZ+ )] = £
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@ Cuando t — 0, ps(x — y) converge hacia una medida de
probabilidad concentrada en el punto y, que denotaremos por .

@ Es decir, para toda funcién continua y acotada f : R — R, tenemos
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@ Cuando t — 0, ps(x — y) converge hacia una medida de
probabilidad concentrada en el punto y, que denotaremos por .

@ Es decir, para toda funcién continua y acotada f : R — R, tenemos

tli_r)rg)/f )pot(x — y)d. /f )0y (x

Demostracion :
| F0prlx = ) = EUVEZ+ )] = £

@ Conclusion : u(t, x) = pi(x — y) es la solucion de la ecuacion del
calor con condicion inicial u(0, x) = d,(x).
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@ Sila condicién inicial u(0, x) = up(x) es una funcién continua y
acotada, existe una unica solucién igual a

u(t, x) = /R pi(x — y)uo(y)dy

\/1 / e uo(y)ay
2rt Jr 0 .
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@ Anadimos a la ecuacion una fuente de calor externa
f:]0,00) x R — R, que suponemos continua y acotada. Es decir

ot 20x2
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@ Anadimos a la ecuacion una fuente de calor externa
f:]0,00) x R — R, que suponemos continua y acotada. Es decir

ot 20x2

@ La solucién (método de variacion de las constantes) es :

t
u(t, x) = /R pe(x — y)to(y)dy + /0 /R Pr_s(x — y)f(s. y)dyds.
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Ecuacion del calor estocastica

@ Queremos substituir la fuente de calor externa f(t, x) por un ruido
blanco en espacio y tiempo que denotaremos por (¢, x).

@ Para cada (t, x), £(t, x) sera una variable aleatoria Gaussiana
generalizada.
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Ley normal multivariante

@ Un vector aleatorio X = (X, ..., X,) tiene la ley normal N(u, X), si su
funcién caracteristica es

, 1
E (e’<“’X>) = exp (i(u, ) = 2uTZU> , UER,

donde i € R" y ¥ es una matriz simétrica definida non-negativa.
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Ley normal multivariante

@ Un vector aleatorio X = (X, ..., X,) tiene la ley normal N(u, X), si su
funcién caracteristica es

, . 1
E (e’<“’X>) = exp </<u7 ) = 2UTZU> , UER,

donde i € R" y ¥ es una matriz simétrica definida non-negativa.
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Ley normal multivariante

@ Un vector aleatorio X = (X, ..., X,) tiene la ley normal N(u, X), si su
funcién caracteristica es

, . 1
E (e’<“’X>) = exp </<u7 ) = 2UTZU> , UER,

donde i € R" y ¥ es una matriz simétrica definida non-negativa.
@ ¥ ; = Cov(X;, X))
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@ Si X is no singular, entonces X tiene una densidad de probabilidad igual
a

f06) = (2r) (cetz) Fewp (00— )T (x - )

Bivariate Mormal
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Procesos estocasticos

@ Un proceso estocastico X = {X;, ¢ € A} es una familia de variables
aleatorias
Xg Q—-R

definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P).
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Procesos estocasticos

@ Un proceso estocastico X = {X;, ¢ € A} es una familia de variables

aleatorias
Xg Q—-R

definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P).

@ Las probabilidades en R", n > 1,

P, zn:PO(Xg1,...,Xgn)71

13e00s

donde (¢1,...,¢,) € A", se denominan las distribuciones marginales del
proceso X.
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Teorema (Teorema de extension de Kolmogorov)
Consideremos una familia of de probabilidades

{PZ1 ..... lns (617"'3‘61‘))6/\",”21}
tales que :
(i) Pe,.....e, €5 una probabilidad en R".
(i) (Condicion de consistencia) : Si (¢, . .. ,{k,) €s un subvector de
(¢1,...,¢n), entonces ng1 ...l €S laley marginal de Py, . ,,
correspondiente a los indices ki, . .. , K.

Entonces, existe un proceso estocastico {X,, ¢ € N} que tiene por
distribuciones marginales la familia { Py, ... s,}
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Familias Gaussianas

@ X = {X,,¢ € A} es una familia Gaussiana si todas sus distribuciones
marginales son leyes normales multivariantes.
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Familias Gaussianas

@ X = {X,,¢ € A} es una familia Gaussiana si todas sus distribuciones
marginales son leyes normales multivariantes.

@ La ley de una familia Gaussiana esta determinada por la funcién media :
E(X,) y la funcion de covarianza :

Cov(Xe, Xom) = E((Xe — E(X))(Xm — E(Xm))).
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Familias Gaussianas

@ X = {X,,¢ € A} es una familia Gaussiana si todas sus distribuciones
marginales son leyes normales multivariantes.

@ La ley de una familia Gaussiana esta determinada por la funcién media :
E(X,) y la funcion de covarianza :

Cov(Xe, Xom) = E((Xe — E(X))(Xm — E(Xm))).

@ Supongamos que 1 : A — R,y T : A x A — R es simétrica y definida no

negativa :
n

> T(ti,f)aia >0, V6N aeR.
ij=1

Entonces, existe una familia Gaussiana con media . y funcion de
covarianza .
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Ruido blanco

@ A es el conjunto de todos los subconjuntos de Borel de R, x R con
medida de Lebesgue finita.

@ Existe una familia Gaussiana W = {W(A), A € A} con media y funcién
de covarianza :
E[W(A)] =0,

MA,B)=E[WA)W(B)]=|AnB|.
Demostracion :
@ La funcién (A, B) — |An B| es simétrica y definida nonegativa :

n

S AN Alaa = Za,a,/ 4 (£, X)14,(t, x)cixalt

ij=1 i j=1 Ry xR

n 2
_ / [Za,u,(t,x)] dxat > 0.
Ry xR |7

i=1
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Propiedades :

(i) SiAq,...,An € Ason disjuntos dos a dos, es decir, A; N A; = ()
para todo i # j, entonces, la variables aleatorias :

W(A),..., W(An)

son independientes.
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@ Consideremos el subespacio £ C L2(R, x R) de las funciones
elementales, de la forma
n
h= Z ajla;,
j=1

donde A; € A, a; € R.
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@ Consideremos el subespacio £ C L2(R, x R) de las funciones
elementales, de la forma
n
h= Z ajla;,
j=1

donde A; € A, a; € R.
@ Definimos la aplicacion W : £ — [?(Q) :

W(h)=> aW(A).
j=1
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@ Consideremos el subespacio £ C L2(R, x R) de las funciones
elementales, de la forma
n
h= Z ajla;,
j=1

donde A; € A, a; € R.

@ Definimos la aplicacion W : £ — [?(Q) :
n
W(h)=> aW(A).
j=1

@ Propiedades :

(i) W eslineal.
(i) W conserva el producto escalar.
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Integracion estocastica

Proposicion

El espacio £ es denso en L2(R, x R) y la aplicacién h — W(h) puede
extenderse a una aplicacion lineal

W: L3Ry x R) — L3(Q)

que conserva la norma.

@ Notacion : W(h) = [, . h(s, x)W(dx, ds).
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Movimiento browniano

@ Podemos definir el ruido blanco en un espacio de medida general
(M, M, ). En este caso i se denomina la intensidad del ruido y

EIW(A)W(B)] = u(An B).

David Nualart (Kansas University) Abril 2021 21/82



Movimiento browniano

@ Podemos definir el ruido blanco en un espacio de medida general
(M, M, ). En este caso i se denomina la intensidad del ruido y

EIW(A)W(B)] = u(An B).

@ Ejemplo : Si W es un ruido blanco en R con intensidad la
medida de Lebesgue, entonces, el proceso estocastico

By = W([0,t]), t>0,

se denomina movimiento browniano o proceso de Wiener.
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Un proceso estocastico B = {B;, t > 0} se donomina movimiento
browniano si :
i) By = 0 casi seguramente.

i) Incrementos independientes :Si0 < t; < --- < ty, los incrementos
B, — B, ,,...,B:, — By, son variables aleatorias independientes.

i) Si0 <s <t elincremento B; — Bs tiene la ley normal N(O, t — s).

iv) Con probabilidad uno, las trayectorias t — Bi(w) son continuas.
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Proposicion
Las propiedades i), ii), iii) son equivalentes a la propiedad siguiente :

(P) B es un proceso gaussiano con media zero y funcion de covarianza :

F(s,t) = min(s,t).
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Proposicion
Las propiedades i), ii), iii) son equivalentes a la propiedad siguiente :

(P) B es un proceso gaussiano con media zero y funcion de covarianza :

F(s,t) = min(s,t).

Demostracion :

a) Supongamos i), ii) y iii). La ley del vector (B;,, ..., B;,), donde
0<t <--- < ty, es normal, porque este vector es una transformacion
lineal del vector (Bt1 ,B, — By,..., B, — B,M) que tiene componentes
independientes y normales.

La media es cero y la covarianza es, para s < t:
E(BsB;) = E(Bs(B; — Bs + Bs)) = E(Bs(B; — Bs)) + E(B2) = s.

b) El reciproco es facil de demostrar.
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Continuidad de las trayectorias

Teorema (Criterio de continuidad de Kolmogorov)

Consideremos un proceso estocastico X = {X;, t € [0, T}, tal que
para todo s, t € [0, T]

E[|X; — xs|P] < K|t — s]**1,

donde p > 2, a > 0. Entonces, existe una version X de X tal que las
trayectorias de X son Hélder continuas de order v para todo v < % :

1X; — Xs| < C,|t— 8|7
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@ Momentos de los incrementos del movimiento browniano :

E [(B, - BS)ZK} - (22k’2!!(r— sk, s<t

para todo k > 1.
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@ Momentos de los incrementos del movimiento browniano :

E [(B, - BS)ZK} - (22k’2!!(r— sk, s<t

para todo k > 1.

@ En consecuencia, el Criterio de continuidad de Kolmogorov, garantiza la
existencia de una version B de B, tal que B tiene trayectorias Holder
continuas de orden ~ para todo v < "z;k‘ en cualquier intervalo [0, T].
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@ Momentos de los incrementos del movimiento browniano :

E [(B, - BS)ZK} - (22k’2!!(r— sk, s<t

para todo k > 1.

@ En consecuencia, el Criterio de continuidad de Kolmogorov, garantiza la
existencia de una version B de B, tal que B tiene trayectorias Holder
continuas de orden ~ para todo v < "z;k‘ en cualquier intervalo [0, T].

@ Conclusion : Las trayectorias del movimiento browniano son y-Hdélder
continuas en [0, T] para todo v < %

David Nualart (Kansas University) Abril 2021 25/82



El movimiento browniano como limite de paseos
aleatorios

@ Consideremos una persona que partiendo del origen se desplaza
un paso a la derecha con probabilidad % y un paso hacia la
izquierda con probabilidad J.

e S, representa la posicion en el instante n.
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Grafico del paso aleatorio con n = 30 y posiciones :

-1,0,1,2,1,0,-1,0,1,0,-1,-2,-1,0,1,2,1,2,83,4,3,2,3,4,3,2,1,2,1,0

af ,“\' f\
2f A /\
L N
. F..ff. .\'\\ ff"fﬁ\"x?\. . .//. s s s
] _,""f 5 \UI.' 1 II 15 20 25
of \\/

El eje x representa el tiempo n=1,2,3,

posicion S,.
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Gréfico del paso aleatorio con n = 300 :

-0

a0f
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Gréfico del paso aleatorio con n = 3,000 :

100G 1500 2000 2500 3000

i LY \“\
80
I i
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Graéfico del paso aleatorio con n = 10,000 :

4, R
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La curva continua %Sn(%), t € [0, 1] converge, cuando n tiende a
infinito, hacia un movimiento browniano :

(M\«
W@,ﬁ ; ,

Bn
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@ Principio de invariancia de Donsker : La ley del paseo aleatorio

~ 1 t
Sn = %Sn(ﬁ), tE [0, 1]

en C([0, 1]) converge hacia la medida de Wiener que es la ley del
movimiento browniano :

E[o(Sn)] — E[¢(B)], cuando n— oo,

para toda funcién continua y acotada ¢ : C([0,1]) — R.
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@ Principio de invariancia de Donsker : La ley del paseo aleatorio

~ 1t
Sni= =Snl) tE(0,1]

en C([0, 1]) converge hacia la medida de Wiener que es la ley del
movimiento browniano :

E[o(Sn)] — E[¢(B)], cuando n— oo,

para toda funcién continua y acotada ¢ : C([0,1]) — R.

@ En S,(k) =& +--- + &, podemos suponer que las variables & son
independientes, idénticamente distribuidas con media cero y varianza
uno.
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e El movimiento browniano es el movimiento aleatorio de particulas
en suspension en un liquido debido al bombardeo de las
moléculas rapidas del liquido.

e Fue descrito en 1827 por el botanico Robert Brown, cuando
estudiaba particulas de polen en agua. Fue formalmente
explicado por Albert Einstein en 1905.
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e El movimiento browniano es el movimiento aleatorio de particulas
en suspension en un liquido debido al bombardeo de las
moléculas rapidas del liquido.

e Fue descrito en 1827 por el botanico Robert Brown, cuando

estudiaba particulas de polen en agua. Fue formalmente
explicado por Albert Einstein en 1905.

Brown Einstein
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Propiedades basicas :

1. Autosimilaridad :

Para todo a > 0, el proceso {a—%Bat, t > 0} es también un movimiento
browniano.

a2 I
| S
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2. Variacion cuadréatica :

Consideremos una particion :
r={0=h<h<-- <=t}
Definimos Al =t — t_1, ABk = Bfk — Btk71 Yy |7T‘ = MaXi<k<n Aly.

Proposicion

n
lim AB)? =t
|7T|—>0;( k)

donde la convergencia es en L?(9Q).

@ Aproximadamente (AB;)? ~ At
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Demostracion : Pongamos & = (ABx)? — Aty. Las variables & son
independientes y centradas. Por tanto,

E [(é(ABk)Z - t) 2] E [(é &)T = gE 1

[3(A1)* = 2(84)° + (A4)°]
k=1
23 (an) <2t T
k=1

|7r\—>0
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Demostracion : Pongamos & = (ABx)? — Aty. Las variables & son
independientes y centradas. Por tanto,

<k§;(ABk)2—t>2 E (é@)z =§E[§,ﬂ

[3 (At)? — 2 (At)? + (Atk)z]
k=1
_ oy (Ak)? < 2tr] T
k=1

|7r\—>0

@ Utilizando el Lemma de Borel-Cantelli se puede demostrar que si {7"}
es una sucesion de particiones de [0, t] tal que ), |7"| < oo, entonces

> ke (AB,()2 converge casi seguramente a t.
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2. Variacion total infinita :

@ Definimos ,
Vi=sup) |AB]
T k=1
@ Entonces,
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2. Variacion total infinita :

@ Definimos ,
Vi=sup) |AB]
T k=1
@ Entonces,

Demostracion : Utilizando la continuidad de las trayectorias del
movimiento browniano, tenemos, en el conjunto V; < oo,

Z(AB" < sup\ABkl <Z|AB"|> < Vtsup|ABk‘ |7r|—>o
k=1 k=1

Como >y _, (ABx)? converge en L2 to t hacia |x| — 0, obtenemos que
P(V: < c0) =0.
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Ecuacion del calor con ruido blanco aditivo

@ W es un ruido blanco en R, x R.
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Ecuacion del calor con ruido blanco aditivo

@ W es un ruido blanco en R, x R.

@ El proceso estocastico
Wix = W([0,t] x [0,x]), tx>0

se denomina proceso de Wiener con dos parametros.
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Ecuacion del calor con ruido blanco aditivo

@ W es un ruido blanco en R, x R.

@ El proceso estocastico
Wix = W([0,t] x [0,x]), tx>0

se denomina proceso de Wiener con dos parametros.

@ {W;y,t,x > 0} es un proceso gaussiano centrado con funcion de

covarianza :
E[Ws, x, Wi, x,] = min(t, &) min(x1, X2).

@ W; x es un movimiento browniano en cada coordenada.
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Simulacion del proceso de Wiener con dos parametros :
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@ Queremos resolver la ecuacion

ou 10%u
E—E@‘i‘f(ﬂx)a up =0,

donde 2w
§(t.x) = 5o (1.%).

@ La solucion por el método de variacion de las constantes es :

u(t,x) = / | prstx = pits.y)apes.

David Nualart (Kansas University)
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@ Queremos resolver la ecuacion

ou 10%u
E—E@‘Ff(ﬁx)a up =0,

donde 2w
§(t.x) = 5o (1.%).

@ La solucion por el método de variacion de las constantes es :
u(t.x) / | prestx = y)ets.y)ayes.

@ Substituyendo la integral £(s, y)dyds por la integral estocastica respecto
del ruido blanco, obtenemos

u(t,x) = //ptsx y)W(ds,dy) |
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@ El proceso estocastico u(t, x) fo Jr P—s(x — y)W(ds, dy) satisface la
ecuacion del calor en sentldo débil :

1 t
(w(t, ), Oy — (W00, ), ey = 5 / (U(S. ), &) 2z 0

/ / $(y)W(ds, dy),

para toda funcion ¢ dos veces diferenciable con soporte compacto.
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@ Laintegral estocastica j'(f Jg Pt—s(x — y)W(ds, dy) esta bien definida
porque la funcion (s, y) — 1jo,q(S)pi—s(x — y) pertenece a L2(R, x R) :

//ptsx ydde—/pNSOds—m/

dS<oo.
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@ Supongamos que W es un ruido blanco en R, x R? y queremos
resolver la ecuacion

ou 1

CTi EAu+§(t,x), up =0,
donde et
o9t w
g(t X) N otoxy - '-(()Xd(lL7 X).
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@ Supongamos que W es un ruido blanco en R, x R? y queremos
resolver la ecuacion

ou 1
i EAu+§(t,x), up =0,
donde i
oW
(. x) = m(ﬁx)

@ La solucion seria fot Jpa Pt—s(x — y)W(ds, dy) donde

prs(x —y) = (2n(t — 5)) "% exp (2)Et_ys)> '
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@ Sid > 2, laintegral estocastica fot Jra Pt—s(x — y)W(ds, dy) no existe
porque

t t
/ / P2 o(x — y)dyds = / Pa(t_s)(0)dlydls
0 Rd 0

njQ

— (47)” /O (t—s) tds = cc.
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@ El proceso estocastico {u(t, x),t > 0,x € R} es un proceso
gaussiano de media zero.
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@ El proceso estocastico {u(t, x),t > 0,x € R} es un proceso
gaussiano de media zero.

@ Calcularemos su funcion de covarianza.
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@ El proceso estocastico {u(t, x),t > 0,x € R} es un proceso
gaussiano de media zero.

@ Calcularemos su funcion de covarianza.

@ Tenemos
U(t, X) =W (1[0,t](.)pt—0(x — *)) .
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Eu(t. x)u(s, y)] = E [W (1j0,g(®)Pt—e(x —*)) W (10,5)(¢)Ps—e(y — *))]

= (1p0,q(®)pt—e(x *)a1[0,s](.)psfo(y_*))LZ(R+><R)

tAs
= / / Pi—r(X — Z2)ps—r(y — z)dzdr
o Jr

tns

= Prrs—2r(X — y)dr
0
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Casox=y:

tAs

Elu(t, x)u(s, x)] = ; Prrs—2r(0)ar

= \%/MS(tJrs—Zr)‘%dr
™ Jo
Vi+s—2(tAs))

1
:E[\/t—FS—
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Casox=y:

tAs

Elu(t, x)u(s, x)] = ; Prrs—2r(0)ar

1 tAs ;
VT Jo

1
:E[\/H—s—\/H—s—Z(Ms)]
@ En particular,
> _ 1 /L
E[u(t7x)]_\/27r\/2>z‘ pt

David Nualart (Kansas University)
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Supongamos s < t,

Efjut, x) — u(s, x)[?] = (W +v2s - 2(Vits-Vi-s))

\/7

wm aw

Esto implica

k
Efju(t, x) — u(s, x)P¥] < (22;2!! (\;%) (t—s)t.

David Nualart (Kansas University) Abril 2021 48/82



Supongamos s < t,

Efjut, x) — u(s, x)[?] = (W +v2s - 2(Vits-Vi-s))

\/7

wm aw

Esto implica

[NES

k
Ellu(t.x) - u(s. 0] < o) (\;%) (t—9)t.

@ Conclusion : El proceso t — u(t, x) tiene trayectorias y-Holder continuas
para todo v < ;.
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Casot=s:

Elu(t, x)u(t, )] = /0 Pattn(x — y)dr

~Ix—y2/(4n) gy

EIE
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Esto implica

Ellu(t.x) - u(t.y)P] = 2}% / ’ % [2— 267 1e/40)

t
_ 1 x—yZ 1 __—1/(42)
,ﬁ\x—y|/0 EP e }dz

< Clx—y]|.
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Esto implica

Ellu(t.x) - u(t.y)P] = 2}% / ’ % [2— 267 1e/40)

_ 1 \ijlz 1 _1/(42)
7ﬁ\x—y|/0 Eb—e }dz
< Clx -yl

@ El proceso x — u(t, x) tiene trayectorias v-Hélder continuas para todo
1
7 < 3.
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Ecuacion del calor amortiguada

@ Consideremos la ecuacién

ou 10%u

Y AU+ €(t,x),

con condicion inicial ug = 0, donde X\ > 0.
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Ecuacion del calor amortiguada

@ Consideremos la ecuacién

ou 10%u
Y AU+ €(t,x),
con condicion inicial ug = 0, donde A > 0.

@ El proceso v(t, x) = e Mu(t, x) satisface

ov 102
9 oot eMe(t. x),
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Demostracion :

A partir de v(t, x) = e*u(t, x), obtenemos
ov _ e ou + Au
ot ot

0?v  0Pu

— =el—.

ox? ox?
Por tanto

ov i 10%u
51 =€ (Zaxz)\u+§(t,x)+/\u

1 8%v

=552+ eMe(t, x).
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Solucién : .
Ut x) = e / / Pr_s(x — y)e* W(ds, dy)
0 R

@ Funcién de covarianza :

tAs
Efu(t, x)u(s, y)] = e s+ / / Pr_r(X — 2)ps_r(y — 2)€** dzdr
o Jr

tAs
_ e—)\(s+t) pt+s—2r(X _ y)e2/\rdr
0
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@ Casox=y:

tASs
E[u(t, x)u(s, x)] = e Ns+D) Prrs_2r(0)e*Ndr
0

e—)\(s+t) tAs ) Y
= — (t+s—2r)"z2e*dr
ver Jo
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@ Casos=t:

t
Elu(t, x)u(t,y)] = e 2 /0 Pae_r) (X — y)EPdr

672>\t t 1

2

= Var o Vi
- \/1 /116_ e 2Ny
 Vax Jo VT
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@ Casos=t:

t
Elu(t, x)u(t,y)] = e 2 /0 Pae_r) (X — y)EPdr

672>\t t 1

Ix=yl©
o ST 2”dr

Vi o Vi
bos= _2ar
=— | — e ar
\/47T/0 VT
@ Tenemos
1 1 \x;;wz o2V gy

Jm Elu(txu(t ) = 7= [ e
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@ La covarianza

K(x,y) = L / T g ganrgy
7 4r Jo VT
se puede expresar como

e‘@b‘—}’\.
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@ La covarianza
1

> A1 Ix—y|?
K = —e @ e Ngr
en=7= | =
se puede expresar como
1 NN
K(x,y) = ——e~ "2 X7V,
(x,y) N

@ Un proceso estocastico gaussiano con covarianza K(x, y) es
estacionario y se denomina proceso de Ornstein-Uhlenbeck.
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Ecuacion del calor estocastica no lineal

@ Consideremos la ecuacion

ou 16%u
5f = 5oz T bW+ oWt x),

donde b,os : R — R son funciones que satisfacen la propiedad de
Lipschitz :
|b(u) — b(v)| + |o(u) — o(v)| < Clu —v].
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Integracion estocastica

@ Paracadat > 0, F; es la o-algebra generada por las variables
aleatorias {W(A),AC [0, {] x R,|A| < co}.

David Nualart (Kansas University) Abril 2021 58/82



Integracion estocastica

@ Paracadat > 0, F; es la o-algebra generada por las variables
aleatorias {W(A),AC [0, {] x R,|A| < co}.

@ Un campo aleatorio u = {u(t, x),t > 0, x € R} se dice que es adaptado
si u(t, x) es Fi-medible paracadat >0y x € R.
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Integracion estocastica

@ Paracadat > 0, F; es la o-algebra generada por las variables
aleatorias {W(A),AC [0, {] x R,|A| < co}.

@ Un campo aleatorio u = {u(t, x),t > 0, x € R} se dice que es adaptado
si u(t, x) es Fi-medible paracadat >0y x € R.

@ Queremos definir la integral estocastia (It6-Walsh) de campos aleatorios
u={u(t x),t>0,x € R} tales que

» (t, x,w) = u(t, x,w) es medible.
» u es adaptado.
» u es de cuadrado integrable :

/ E(u3(t, x))dtdx < oo,
Ry xR
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Integracion estocastica

@ Paracadat > 0, F; es la o-algebra generada por las variables
aleatorias {W(A),AC [0, {] x R,|A| < co}.

@ Un campo aleatorio u = {u(t, x),t > 0, x € R} se dice que es adaptado
si u(t, x) es Fi-medible paracadat >0y x € R.

@ Queremos definir la integral estocastia (It6-Walsh) de campos aleatorios
u={u(t x),t>0,x € R} tales que

» (t, x,w) = u(t, x,w) es medible.
» u es adaptado.
» u es de cuadrado integrable :

/ E(u3(t, x))dtdx < oo,
Ry xR

@ Estos procesos forman un subespacio de L2(R, x R x Q) que
denotaremos L2.
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@ Paratodo 0 < s <t, B— W(][s, ] x B) define un ruido blanco en R de
varianza t — s, que es independiente de la o-algebra Fs.
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@ Paratodo 0 < s <t, B— W(][s, ] x B) define un ruido blanco en R de
varianza t — s, que es independiente de la o-algebra Fs.

@ Si ¢ = {#(x), x € R} es un proceso estocastico tal que ¢(x) es
Fs-medible para cada x € Ry tal que E [ [, ¢?(x)dx]| < oo, entonces, ¢
es independiente de F¢ y podemos definir la integral estocastica
determinista

/R S(X)W([s, ] x dx).
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@ Paratodo 0 < s <t, B— W(][s, ] x B) define un ruido blanco en R de
varianza t — s, que es independiente de la o-algebra Fs.

@ Si ¢ = {#(x), x € R} es un proceso estocastico tal que ¢(x) es
Fs-medible para cada x € Ry tal que E [ [, ¢?(x)dx]| < oo, entonces, ¢
es independiente de F¢ y podemos definir la integral estocastica
determinista

AﬂﬂW@ﬂxd@

@ Se cumple

‘/¢ W([s, 1] x dx)

T:U—QEUQ m]
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@ Consideremos el espacio £ de los procesos elementales adaptados de
la forma

u(t, x) =y &)1 4.(b),
j=1

donde 0 < ty < --- < tmy1 Y ¢; SON procesos estocasticos Fi-medibles
tales que E [fR qﬁj?(x)dx] < oo0.
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@ Consideremos el espacio £ de los procesos elementales adaptados de

la forma .
X) =Y $0)1(g.4.0(1),
j=1
donde 0< i <--- < tm+1 Yy ¢; son procesos estocasticos Fi-medibles

tales que E [fR PP (x ] < o0.

@ Definimos la integral estocastica de un proceso u elemental :

// u(t, x)W(at, dx) = Z/¢, W([t;, tiy4] x dx).
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Propiedades :
@ /eslineal : I(auy + bu) = al(uy) + bl(uy).
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Propiedades :

@ /eslineal : I(aus + bup) = al(uq) + bl(uy).
@ Isometria :
E[I(u)?] = / E[u(t, x)]dxdlt.
R+XR
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Propiedades :

@ /eslineal : I(aus + bup) = al(uq) + bl(uy).
@ Isometria :
E[I(u)?] = / E[u(t, x)]dxdlt.
R+XR

© Media cero:
E[l(u)] = 0.
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Demostracion de la isometria : Ponemos ¢&; = [, ¢;(x) W([t;, ti1] x dx)

v ()

Z [E]+2 > E[g]

1<i<j<m

E[u?(t, x)]dxat.

Ry xR
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@ Paratodo i < j,
E[¢igj] = E[SE[S|1 7]l = 0
porque

E[g|Fy] = {/ G () W([tj, ti4] x dx)|Fy | = 0.
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Proposicion

El espacio & es denso en L2 y la integral estocdstica puede
extenderse a L2, cumpliendo las propiedades de linealidad, isometria y
media cero.
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Solucion de evolucion
Teorema (Walsh '86)

Existe una tnica solucion de evolucion, que es un proceso adaptado
u={u(t,x),t>0,x € R} tal que

sup sup E[|u(t, x)[*] < oo,

X€R 0<t<T

y u satisface la ecuacion integral

u(t, x) = /R pi(x — y)to(y)dy + /0 /R Pr_s(x — y)b(u(s. y))dyds

+/0 Apr_s(X—y)a(U(S’Y))W(ds’ ay).
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Demostracion de la existencia :

@ Supondremos ug =0y b=0.
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Demostracion de la existencia :

@ Supondremos ug =0y b=0.
Método de las aproximaciones de Picard :

@ Definimos u(® =0y paracadan>1,

Ut x) = //ptsx y)o (U™~ (s.y)) W(ds, dy).
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Demostracion de la existencia :

@ Supondremos ug =0y b=0.
Método de las aproximaciones de Picard :

@ Definimos u(® =0y paracadan>1,

Ut x) = / / pr_s(x — y)o (U™ (s,y)) W(ds, ).

@ Propiedades :

sup sup sup E[|u(t,x)|?] < oo,
n tel0,T] xeR

sup sup u™(t, x) — "t X) || 2 < 00
te[OT]erRZH "(t, x) - (£, %) 20
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@ Por isometria de la integral estocastica y la propiedad Lipschitz de o :

EQu™(t, x) — " D(t, x)[?]

//,D,sx Y)Ello(u"'(s,y)) — o(u"?(s, y))Pldyds
<C /0 /R Pe_s(x — Y)E[|u" (s, y) — u"3(s, y)[?)|dyds.
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@ Por isometria de la integral estocastica y la propiedad Lipschitz de o :

EQu™(t, x) — " D(t, x)[?]

//,D,sx Y)Ello(u"'(s,y)) — o(u"?(s, y))Pldyds
<C /0 /R Pe_s(x — Y)E[|u" (s, y) — u"3(s, y)[?)|dyds.

@ Si M = sup,p E[|u”(t, x) — u(™1(t, x)|?], entonces,

t
mp<c [ m ( J —y))dy) ds
0 R

t
= C/o M{™)Pa(i—s)(0)ds

_ C ! n—1
“ o M

David Nualart (Kansas University) Abril 2021  67/82
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@ lterando,
C 2 t 1 s Mn—2
M < | — Y __ duds
"(2\/7?> /0 W—s/o Vs—u
c \2 qt Y t -
= (w%) IR VA

t
=K / M ~2du.
0

o=

(s— u)‘éds> du
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@ Por tanto, sin=2m
m

MP < K’"— sup M?
m! tep0,7]

ysin=2m-+1,

M”<K”’— sup M;.

m! e, 1)
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@ Portanto, sin=2m
m
MP < kmE sup MP
m! tcp0,7]

ysin=2m-+1,

tm

M} < K™— sup M.

m! tcio,7]

@ Estas desigualdades implican

sup M < 0.
tel0,T] ; !
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Continuidad de las trayectorias

@ Suponiendo up =0, paratodop > 2, x,y € R, s,t € [0, T],

E(Ju(t,x) — u(s,y)IP) < Crp(ls — t1P/* + |x — y|P/).
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Continuidad de las trayectorias

@ Suponiendo up =0, paratodop > 2, x,y € R, s,t € [0, T],
E(Ju(t,x) — u(s,y)IP) < Crp(ls — tIP/* + |x — y|P/?).

@ En consecuencia, las trayectorias de u(t, x) satisfacen la propiedad
Holder :

u(t.x) — u(s.Y)| < Trpels — t13 + [x =yl ),

para todo € > 0, donde 't ,, . €s una variable aleatoria tal que
EIT7,p,el[P] < o0
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Desigualdad de Burkholder :

7|

/ u(t, x)W(dt, dx)
Ry xR

p 2
]<(4p)55[/ U(1, x)axalt 1
Ry xR
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Desigualdad de Burkholder :
€|

@ El proceso

/ u(t, x)W(dt, dx)
Ry xR

P 8
]<(4p)55[/ V(1 x)dxalt 1
Ry xR

t
M; = / / u(s, x)W(ds, dx)
0 JR
es una martingala :
E[M;|Fs] = Ms, paratodo s <t

con variacion cuadratica

<M>f_/0t/Ru2(s,x)dxds.
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Estimaciones de momentos

Teorema
Suponemos ug acotado y b, o, Lipschitz. Entonces, para todo k > 2,

sup Ef|u(t, x)|¥] < Lexp(LK3t),
XeR

donde L es una constante que depende de ||up||~ de o(0), b(0) y de
las constantes de Lipschitzde b y o.
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Estimaciones de momentos

Consideremos la ecuacién con o(u) = Au, A > 0 (Modelo Parabolico
de Anderson) :
ou 10%u

9 29x2 + Au(t, x)&(t, x).
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Estimaciones de momentos

Consideremos la ecuacién con o(u) = Au, A > 0 (Modelo Parabolico
de Anderson) :

ou 10%u

9 29x2 + Au(t, x)&(t, x).

Teorema (Bertini-Cancrini 95, Xia Chen ’15)
Suponemos uy = ¢ > 0. Entonces, u(t,x) >0y

Efu(t,x)] > cFexp (W) :
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Estimaciones de momentos

Consideremos la ecuacién con o(u) = Au, A > 0 (Modelo Parabolico
de Anderson) :

ou 10%u

9 29x2 + Au(t, x)&(t, x).

Teorema (Bertini-Cancrini 95, Xia Chen ’15)
Suponemos uy = ¢ > 0. Entonces, u(t,x) >0y

Efu(t,x)] > cFexp (W) :

@ Conclusién : E[u(t, x)k] se comporta como CeCk’t.
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Formula de Feynman-Kac para los momentos :
E[u(t,x)] = ¢“E |exp [ X > L)(B" - BY)
1<i<j<k
para todo k > 2.

Q {BE’), t>0},i=1,..., k son movimientos brownianos independientes
entre si e independientes de W.

Q 9B — BY) denota el tiempo local en el cero del proceso B — BU)
definido como

L9(BM — ) / so(BL) — BY)ds.
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Formula de Tanaka :

. . 1 ; 1t . . . .
128" —BY) = 5|8 ~BY| - 5 /0 sign(BY) — B))d[B{" — BY].
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Formula de Tanaka :

. . 1 ; 1t . . . .
128" —BY) = 5|8 ~BY| - 5 /0 sign(BY) — B))d[B{" — BY].

@ Por lo tanto,

; ; 1
Z L9(B" — BW) > 5
1<i<j<k 1<i<j<
1
= —=M,.
5 Mt

David Nualart (Kansas University)
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@ En consecuencia,

E[u*(t,x)] > ckE [exp (—);M,ﬂ .
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@ En consecuencia,

E[u*(t,x)] > ckE [exp (—);M,ﬂ .

@ M; es una martingala con variacion cuadratica (M); = k(K1) t. Es decir,

- 3
. . 2_
M; es un movimiento browniano con varianza %1)
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@ En consecuencia,
)\2
E[u(t,x)] > ¢“E [exp (—2M,>} .

. . e ol 2_ .
@ M; es una martingala con variacion cuadratica (M); = Mt. Es decir,

. . 2_
M; es un movimiento browniano con varianza %1)

@ Finalmente,
2 2 _
E[u*(t,x)] > c*E [exp <—)é k(k31)Bt>]

K >‘2 2
= cexp (—24k(k - 1)t> .

David Nualart (Kansas University) Abril 2021  76/82



Intermitencia

Exponente de Lyapunov :

W(x) = Jim 1? log Eu(t, x)¥], k>2.

David Nualart (Kansas University) Abril 2021 77/82



Intermitencia

Exponente de Lyapunov :

W(x) = Jim 1? log Eu(t, x)¥], k>2.

@ Bertini-Cancrini '95 y Xia Chen, '15 demostraron que ~x(x) no depende
de x (x — u(t, x) es estacionario) y

k(k2 —1)
__\4
W= N
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Intermitencia

Exponente de Lyapunov :

W(x) = Jim 17 log Eu(t, x)¥], k>2.

@ Bertini-Cancrini '95 y Xia Chen, '15 demostraron que ~x(x) no depende
de x (x — u(t, x) es estacionario) y
k(k? —1)
__ 4
=N
@ En particular 3 es estrictamente creciente, y esto implica que la

solucién es intermitente, es decir, desarrolla unas pocas cimas muy
altas y muchos valles bajos cuando el tiempo es grande.
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@ Consideremos la ecuacion

ou 10%u

3 = 29x2 + Au(t, x)é(t, x), t>0,xel0,1].

con condicién inicial up(x) = sin(wx) y condiciones de Dirichlet
u(t,0) =u(t,1)=0.
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@ Si \ = 0 la solucion es

u(t,x) = sin(mx)e

—72t)2 .
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caso determinista :

@ Si A = 0.1 el ruido es pequefo y obtenemos una perturbacién del

David Nualart (Kansas University)
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similaci’on es 30.

@ Si \ = 2 el ruido es mayor y obtenemos el valor maximo de la

David Nualart (Kansas University)
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@ Si A = 5 la solucién es muy diferente del caso determinista y
vemos que el grafico presenta cimas muy altas.
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